Apostila: Matrizes e Determinantes

Prof. André Luis Rossi de Oliveira
1 Matrizes
1.1 Conceitos Basicos
Chamamos de matriz a uma tabela de elementos dispostos em linhas e colunas.

Exemplos:

(1) Considere a tabela abaixo:

Altura (metros) Peso (quilos) Idade (anos)
Pessoa 1 1,70 70 23
Pessoa 2 1,75 60 45
Pessoa 3 1,60 52 25
Pessoa 4 1,81 72 30

Ao abstrairmos os significados das linhas e colunas, obtemos a matriz

1,70 70 23
1,75 60 45
1,60 52 25
181 72 30

(2) Os elementos de uma matriz podem ser ndmeros, funces etc, como nas

matrizes abaixo:

x> 1 0
Jx 2| [6 senx -2] |¢€
x+1 3 3x



Representamos uma matriz de m linhas e n colunas por

a; ap &,
a21 a‘22 a2n

A\nxn - : - [aij ]mxn
a a a

onde a; € o elemento caracteristico da matriz, com i representando a linha e j, a coluna.

Defini¢do: Duas matrizes A, , :[aij]m _eB. :[bij]r _ S0 iguais, ou seja, A=B, se elas

tém o mesmo ndmero de linhas (m=r) e colunas (n=s) e todos os seus elementos

correspondentes sdo iguais (a; = b;).

Exemplo:
2> Inl sen90°| [4 0o 1
3 0 J9 [=|3 0 3
cos90° -1 3 0 -1 3

1.2 Tipos Especiais de Matrizes

Seja A, uma matriz com m linhas e n colunas. Alguns tipos importantes de matrizes

s8o 0s seguintes:

(@) Quadrada: E aquela cujo nimero de linhas é igual ao nimero de colunas
(m=n).

2 0 -9
4 -8 -7 [4]lxl
2 8 6

3x3



(b) Nula: a; =0 Vi, j.

0 00O
00 0 00O
00 0 00O
0 00O
(c) Coluna: n=1.
6
1
0
4
-8
-3
—7

Uma matriz coluna é chamada de vetor-coluna.
(d) Linha: m=1.
[3 -7 4] [6 4 1 -8
Uma matriz linha é chamada de vetor-linha.

(e) Diagonal: E uma matriz quadrada onde a; =0 Vi=# j.

0
0

o o N
o - O

4

(f) Identidade: E uma matriz diagonal onde todos os elementos da diagonal s&o

iguaisa 1, ouseja, a; =legq; =0 Vi= j.



o O -
o — O
= O O

(9) Triangular Superior: E uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo

da diagonal sdo nulos, isto €, a; =0 Vi> j.

4 -3 -2 9
0 -1 0 1
0 0 3 -4
0 0 0 1

(h) Triangular Inferior: E uma matriz quadrada onde todos os elementos acima

da diagonal sdo iguais a zero, isto é, a; =0 Vi< j.

2 0 0O
-3 -2 00
-3 3 40
-2 4 8 9

(i)  Simétrica: E uma matriz quadrada onde a;=a; vi, j.

1.3 OperacOes com Matrizes

Adicdo: A+B=[a;+b, | onde A, =[a;]eB,, =[b].



1 -5 0 -8 1 -13
Exemplo: |3 -3 |+|-7 1 |=|-4 -2
4 -2 9 0 13 -2

Propriedades da adicdo: Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem mxn, temos:
(i) A+B =B+ A (comutatividade)

(i) A+(B+C)=(A+B)+C (associatividade)

(iii) A+ 0= A, onde 0 é a matriz nula mxn.

Demonstracéo: Exercicio!
Multiplicagso por escalar: k.A=|ka; |
0 -3 0 -21
Exemplo: 7 =
4 5 28 35

Propriedades: Dadas matrizes A e B de mesma ordem mxn e numeros reais K,k ek,,

,onde A=|a; | ekéum nimero real.
n mxn

mx

temos:

(i) k(A+B)=kA+kB
(ii) (K, +k,) A=k A+k,A
(iii)0.A=0

(V) k, (k,A) = (kk, ) A

Demonstracéo: Exercicio!

Transposicdo: Dada uma matriz A:[aij]m _» @ matriz transposta de A é definida como

Al = [bij] , cujas linhas sdo as colunas de A, isto €, b, =a;; Vi, j.
nxm

Exemplos:



3
.3 00
A=[0 7| A=
8 7 3
0 3
4
2

Propriedades:

(i) Uma matriz é simétrica se, e somente se, ela ¢ igual & sua transposta, ou seja, A=A".

(i) (A7) =A

(i) (A+B) =A" +B'
(iv) (kA)' =kA

v) (AB) =B'AT

Demonstracéo: Exercicio!

Multiplicacdo de Matrizes: Sejam A:|:aij:|m><n eB:[brs]nxp. Definimos o produto

matricial AB =[cuv]mxp por

n
= z aukbkv = a'ulblv toeet aunbnv
k=1

Perceba que so é possivel efetuar o produto de duas matrizes A, eB, se n=1,0u

Ixp
seja, se 0 numero de colunas da matriz que aparece pré-multiplicando for igual ao nimero

de linhas da matriz que aparece pés-multiplicando.

Exemplos:



'3 5}[—1 o}:{(s)(—1)+(5)(4) (3)(0)+(5)(7)}{17 35}
|4 6] 4 7 (4)(-1)+(6)(4) (4)(0)+(6)(7) 20 42
1 3] [@6)+@3)(9)] [32
2 8 { }: (2)(5)+(8)(9) | =| 82
4 0" |(4)(5)+(0)(9)| |20
2 8 9 X, 2%, +8X, +9X,
A=1-3 9 0| x=[X| Ax=| =3x+9X,
-2 -1 3 X, —2X — X, + 3%,
Propriedades:
() Emageral, AB = BA.
1 -1 1 1 2 3
Exemplo: Se A=|-3 2 -1| B=|2 4 6], entdo
-2 1 0 1 2 3
0 00 -11 6 -1
AB = 0 0|eBA=|-22 12 -2
00 -11 6 -1

E importante perceber que AB =0 sem que A=0ouB=0.

Desde que estejam bem definidas as operac@es, as seguintes propriedades sdo validas:
(i) Al=1A=A

(iiiy A(B+C)=AB+AC
(iv) (A+B)C=AC+BC
(v) (AB)C=A(BC)
(vi) (AB) =BTAT

(vii) 0.A=0eA0=0



1.4 Matriz Inversa

Definicdo: Seja A uma matriz quadrada. A matriz inversa de A, denotada por A™, é aquela

que satisfaz a condicdo AA™ = AA=1.
Obs.: (i) Nem toda matriz quadrada possui inversa. Se uma matriz quadrada possui

inversa, ela é chamada de ndo-singular. Se ela ndo possui inversa, é chamada de singular.

(ii) Se existe a matriz inversa, entdo ela é Unica.

, entao

o Wik

31
Exemplos: Se A= e B=
0 2

N |-

2o 2o )i lo elslo 1!

Podemos verificar facilmente que BA=1, de formaque B=A"e A=B™.

Propriedades:
M (A=A
(i) (AB) =B7A™

Demonstracdo: Seja C a inversa de AB. Entdo CAB =1, de forma que

CABB'A'=IB*A'=B"A™.

Mas também é verdade que
CABB'A'=CAIA'=CAA*=CI =C,

o que implica C=B"'A™.



iy (A7) =(AY)

1.5 Sistemas de Equacdes Lineares e Matrizes

Um sistema de equacfes lineares com m equac@es e n incdgnitas € um conjunto de

equacdes do tipo:

A X tapX, +o0+ 3y, X, :bl
Ay Xy taypX, + 4+ 38, X, =b2

A X+, X, oo+ a X, = bm

onde os a;,1<i<m,1< j<n, sdo numeros reais.
Uma solucdo do sistema acima é uma lista de n ndmeros (n-upla) do tipo

(xl, Xypeees xn) que satisfaca simultaneamente as m equacdes.

O sistema pode ser escrito na forma matricial como

Q; 4y ... 9, || X by
Ay Ay ... Ay || X b,

ml m2

onde A ¢é a matriz dos coeficientes, x € 0 vetor das incognitas e b é o vetor dos termos
independentes.

Outra matriz importante é a matriz ampliada do sistema:

a; @, ... &, b
a, a, ... &, b

ml m2



2%, +3X, =5X, =7
Exemplo: Considere o sistema < —x, +7X, — X, =4 . A sua forma matricial e
X, +5X, +9%; =3

2 3 5| x 7
-1 7 1% |=|4]|
1 5 9| x -3

Operacdes Elementares

() Permuta dai-ésima e j-ésima linhas (L; <> L;)

Exemplo: L & L,

2 0 4 -2
4 -2|—>(2 0
-5 1 -5 1

(i) Multiplicacdo da i-ésima linha por um escalar (nimero real) ndo nulo k (L, — kL)

Exemplo: L, - -2L,

2 0 2 0
4 —2|>|4 -2
5 1| |10 -2

(iii) Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha
(L =L +kL;)

Exemplo: L, - L, +3L,

2 0 2 0
4 -2|—>|10 -2
-5 1 -5 1

10



Se A e B sdo matrizes mxn, dizemos que B é linha-equivalente a A se B pode ser
obtida de A atraves de um numero finito de operacGes elementares sobre as linhas de A. A
notacdo paraissoé A— B ouA~B.

1 0 10
Exemplo: |4 -1|—|0 1], pois
-3 4 00
1 0 1 0 1 0
4—1W>0—1w0—1
-3 4 -3 4 0 4
10 10
|0 |0 !
0 4 00

Teorema: Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes sdo equivalentes, ou
seja, toda solucdo de um dos sistemas também é solucao do outro.

Demonstracgéo: N&o sera apresentada.

Forma Escada

Defini¢cdo: Uma matriz mxn é linha-reduzida a forma escada se:
@ O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula é 1;
(b)  Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos
0S Seus outros elementos iguais a zero;
(c) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linha ndo nulas;

(d) Seaslinhas 1,...,r sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento ndo nulo da

linha i ocorre na coluna k;, entdo k; <k, <---<Kk, .

Exemplos:

11



1 -4 0]

(1) Amatriz|0 0 0] ndo satisfaz as condigdes (b) e (c).
_O -
03 0

(2) Amatriz|1 0 -2| ndo satisfaz as condigdes (a), (b) e (d).
_ 0 1 -
01 0 -2 2

(3 Amatriz|0 0 1 0 3| estanaforma escada.
000 0 O

Teorema: Toda matriz A, , é linha-equivalente a uma Unica matriz linha-reduzida a forma

escada.
Dem.: N&o sera apresentada.

Definicdo: Dada uma matriz A, ., seja B, , a matriz linha-reduzida & forma escada

equivalente a A. O posto de A, denotado por p, € o nimero de linhas ndo nulas de B. A

nulidade de A é igual ao nimero n-p.

1 2 10
Exemplo: Considere amatriz A=| -1 0 3 5. Efetuamos as seguintes operacgoes:
1 -2 11
1 2 10 1 2 1 0 1 2 1 0

L
1 2 1 1] =% |0 -4 1 2 10 -4 0 1

0
10 -3 -5 10 -3 -5 100 -7/8
——|0 1 2 52|01 2 52| |0 1 0 Y4
L,—>L+4L, 0 0 8 ll 8 0 O 1 11/8 L,—oL,-2L, 0 0 1 11/8

O posto de A é 3 e a nulidade € 4-3=1.

12



Podemos interpretar a matriz A como sendo a matriz ampliada do seguinte sistema
linear:

X, +2X, + % =0
-X, +0x, +3%X; =5
X, —2X%, + X%, =1

Pelo que foi demonstrado acima, esse sistema é equivalente ao seguinte sistema:

T
=5
-t

4
oL
8

Solucdes de Sistemas de Equacdes Lineares

Considere o sistema formado de apenas uma equacgdo e uma incognita ax =b. Nesse
caso, ha trés possibilidades:

(i) a=0: Existe uma unica solucdo x :E.
a

(ii): a=0eb=0: Neste caso, o sistema torna-se 0x=0 e qualquer nimero real é uma
solucéo.

(ili) a=0eb=0: Neste caso, o0 sistema torna-se Ox=b e ndo possui solucdo.

Analogamente, no caso de um sistema de m equacdes lineares e n incognitas, ha trés
casos possiveis: uma Unica solucdo, infinitas solucdes ou nenhuma solucdo. No primeiro
caso, 0 sistema é dito possivel (ou compativel) e determinado, no segundo, possivel e
indeterminado, e, no terceiro, impossivel (ou incompativel).

O seguinte teorema traz alguns resultados sobre a existéncia de solugdes.

13



Teorema:

(i) Um sistema de m equacdes e n incognitas admite solucdo se, e somente se, 0 posto da
matriz ampliada é igual ao posto da matriz de coeficientes;

(if)  Se as duas matrizes tém o mesmo postope p =n, a solucdo é Unica.

(iii) Se as duas matrizes tém o mesmo posto e p<n, podem ser escolhidas n-p incégnitas, e

as demais p incognitas serdo dadas em funcéo destas.

Exemplos:
100 5

(1) O sistema com matriz ampliada |0 1 0 -1| tem solugdo Unica, dada por
0 01 -2

X, =5, X, =—1, X, =—2, ja que o posto da matriz de coeficientes ( p,) é igual ao da matriz

ampliada ( p,), p. = p, =3, e 0 nimero de incognitas é igual ao posto.

. . . 108 -2
(2) Para o0 sistema com matriz  ampliada

,  temos
01 -2 5}

p.=P,=2,m=2,n=3, p=2,de maneira que ha infinitas solucdes, dadas por

X, =—2—-8%,
X, =5+2X,
108 -2

(3)  Osistema com matrizampliada |0 1 -2 5| é impossivel, pois p, =2, p, =3.
0 0 0 3

+2X, + X, +X%, =0
(4)  Considere o sistema ATERTRTXNED A matriz ampliada do sistema pode ser
X, +3X, =X, + 2%, =0

transformada na forma escada através das seguintes operacdes.

12 1 10 1 2 1 10 10 5 -10
> —_—
13 -1 2 0] =% 101 -210| " 01 -2 1 0

14



Podemos observar que p.=p,=2,m=2,n=4, de forma que ha 2 graus de
liberdade. As variaveis x, ex, sdo livres. Se fizermos x, =4 ex, =A4,, obteremos as

seguintes solucbes do problema:

% =54+ 2,
X =24 — Ay
X3 =4
Xy =4,

2 Determinantes

2.1 Definicao e propriedades basicas
Considere o sistema de apenas uma equacao e uma incognita ax=b, com a=0. A

solucéo desse sistema € x =—. O denominador a esta associado a matriz de coeficientes do
a

sistema, [a].

X +a,X, = bl

, a solucdo e dada por
Ay Xy T ApX; = bz

Em um sistema 2x2 do tipo {

_ bla22 — b2a12 _ bzan — b1a21

4 = eX,= .
a,,8,, — a8y Q18,5 — a8y

Perceba que os denominadores sdo iguais. Além disso, de maneira analoga ao caso de
uma equacdo e uma incognita, os denominadores estdo associados a matriz de coeficientes

do sistema, qual seja

{aﬂ aﬂ}
a21 a22
Em um sistema 3x3, as solugdes x,, X, e X, sdo fragdes com denominadores iguais a

Q189,835 — 818,385, — 8,8,,835 + 889385 + 838,185, — 838,85,

15



que também estdo relacionados a matriz de coeficientes do sistema, dada por

8; 8, a;
a’Zl a22 a23

a'31 a'32 a33
Os denominadores mencionados acima sdo chamados de determinantes das matrizes
de coeficientes.

Para podermos definir determinante, precisamos da nogéo de inversdo, dada a seguir:

Definicdo: Dada uma permutagédo dos inteiros 1,2,...,n, existe uma inversdao quando um

inteiro precede outro menor do que ele.

Podemos agora definir o conceito de determinante.

Definio: O determinante de uma matriz quadrada A=| a; | é definido como
J
detA=>(-1) a,a,; ...a, ,
P

onde J =J(j;. J,..... Jn) € 0 NGmero de inversées da permutacéo ( j;, j,...., j,) € p indica
que a soma ocorre sobre todas as permutacgdes de (1, 2,..., n) (existem n! permutacdes).

Podemos fazer as seguintes observacgdes com relagdo a essa definicao.

Obs.: (i) Em cada termo do somatorio, existe um e apenas um elemento de cada linha e um,
e apenas um, elemento de cada coluna da matriz;

(ii) O determinante também pode ser definido através da formula

detA=>(-1)a,a,,..a
P

Jan?

Exemplos:
(1) det[a]=a

(2) det {aﬁ e i| =8,,8,, —a,8,

a21 22

16



a; &, a5
det Ay Ay Qyy | = 88985 — 8118538, — 81,885

3
® 8y 83 Ay

88385 +8138,,85, — 83885

Propriedades:

(1) Se todos os elementos de uma linha ou coluna de uma matriz A sdo nulos, entdo
det A=0.

Dem.: Segue-se imediatamente da observacao (i).
(2) detA=detA’.

Dem.: Se A=|a; |, sabemos que A" =[b; |, onde by =a;;. Sendo assim,
det[b; ] =3 (~1) by, . -by,
P
=2 (1) 30,4,
P

=det| a; |,

pela observacao (ii).

a
Exemplo:
c

b
‘:ad—bc,
d

a ¢ =ad —bc.
b d

(3) Se alinha de uma matriz € multiplicada por uma constante, o determinante fica
multiplicado por esta constante.
Dem.: Segue-se imediatamente da observacéo (i).
a b
c ‘

kb
Exemplo: dl= kad —kbc =k (ad —bc) =k

(4) A troca da posicdo de duas linhas (ou colunas) altera o sinal do determinante,
mas ndo o seu valor numeérico.
Dem.: Quando duas linhas sdo trocadas, € alterada a paridade do ndmero de
invers@es dos indices, o que significa que o sinal dos termos é trocado.

c d

b
Exemplo: a =ad —bc,
d a b

‘:cb—ad =—(ad —hc).
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(5) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (ou colunas) iguais € zero.
Dem.: Quando as posi¢Oes das linhas iguais sdo trocadas, o determinante troca
de sinal, pela propriedade (4). Por outro lado, a matriz que resulta da troca de
linhas (ou colunas) é a mesma de antes, o que significa que o determinante tem
que ser 0 mesmo. Portanto, a Unica possibilidade é que o determinante seja nulo.

(6) Se uma linha (ou coluna) é um maltiplo de outra linha (ou coluna), entdo o valor
do determinante é zero.

Dem.: Mesmo argumento utilizado acima, utilizando também a propriedade (3).

(7) O determinante ndo se altera se for somada a uma linha (ou coluna) outra linha
(ou coluna) multiplicada por uma constante.

b

a
Exemplo:
c+ka d+kb

c d

‘=a(d +kb)—b(c+ka)=ad -bc =

a b‘
(8) det(AB)=(detA)(detB)

2.2 Desenvolvimento de Laplace

O determinante de uma matriz A de dimensdo 3x3 pode ser escrito como

|A| = Q189,853 — 8118538, — 8189855 + 8,8,385; + 13883, — Q3898

=ay, (a22a33 — 8,38 ) —a; (a21a33 - a23a31) +a;, (a21a32 - a-22331)
8y Ay 8y Ay 8y 8y
8y 5 8y 8 8y 8y
= 311|A11|_aiz |A12|+313|A13|’

= —a; +ay;

1

onde A; € a submatriz da matriz inicial que resulta da retirada da i-ésima linha e da j-ésima
coluna.

Defina agora A; :(_l)i+i

Aj‘, chamado de o cofator do elemento a;. A formula do

desenvolvimento de Laplace € a seguinte:

det A1><n = Z aiinj )
=1

18



onde podemos observar que o determinante foi desenvolvido pela i-ésima linha. Uma

formula analoga vale para o desenvolvimento a partir de uma determinada coluna.

Exemplos:
1)
1 -2 3
A=]2 1 —1=(-2)A,+1A, +(-1)A; =(-2)(-2)+(1)(8)+(-1)(7) =5,
-2 -1 2
2|2 - 211 3 L1 o3
)
-1 2 3 -4 -5 2 3 -4
-5 3 -4
4 2 0 0] ® |0 2 0 O .
= =2(-1)""}-5 -3 0
-1 2 -3 0fa-»c2|-5 2 -3 0
-8 3 1
2 5 3 1 -8 5 3 1
P I A 10 0 4 o
2+2
(25 2 ol L (Al 3 oA 4

8 -3 -yt 13 0 -1
=(-6)(~10-52) =372.

2.3 Calculo da matriz inversa

Definigdo: A matriz de cofatores de uma matriz A, é definida como A = [Aij ] :

2 10
Exemplo: Considere a matriz A=| -3 1 4. Entdo
1 6 5
1+1 1 4 142 _3 4 1+3 _3 1
A, =(-1) 6 5‘=—19, A, =(-1) 1 5‘=19, Ay =(-1) 1 6‘=—19,

e assim por diante, de maneira que
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-19 19 -19
-5 10 -11|.
4 -8 5

pdl
Il

Definicdo: Dada uma matriz quadrada A, definimos a matriz adjunta de A como sendo a

transposta da matriz dos cofatores de A.

Exemplo: Para a matriz A do exemplo anterior, temos

19 -5 4
adjA=| 19 10 -8
19 -11 5

Teorema: AAT = A(adj A)=(det A)I,.
Dem.: (Para n=3)
Considere uma matriz A de dimensdo 3x3. Entéo
all a12 a13 All A21
A(adj A) =|ay Qy ay Alz A22
a31 a32 a33 A13 AZS

B>

31

32

B>
Il
—
O
L

B

33

onde
Ch = a, Ay +a,A, +a A, = det A
Cp =8y Ap + 83,4, + 8354,

e assim por diante. Podemos verificar que c, corresponde ao desenvolvimento de Laplace

8, 8, 8y
de |a, @&, &z, queéigual azero porque duas linhas sdo iguais.

aﬁl a32 a33

Analogamente, ¢; =detAec; =0, i= j, de formaque

detA 0 0
A(adjA)=| 0 detA 0 |=(detA)l,.
0 0 detA

Dada uma matriz quadrada A de ordem n que possua inversa, temos que
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det(AA™)=(det A)(det A™).

Além disso, sabemos que AA*=1_ e que detl =1, de maneira que

n

(det A)(det A‘l) =1. Podemos entdo concluir que, se A tem inversa, entdo

(i) detA=0

.. 1
i) detAt=———
(i det A

ou seja, det A= 0 é uma condicdo necessaria para que A tenha inversa. Mas essa condicdo é

também suficiente, pois sabemos que AA" =(det A)1, de forma que, se det A= 0, entdo

A(Lj AT=leA’= (ij A" . Isso conduz ao seguinte resultado:
det A det A

Teorema: Uma matriz quadrada A admite inversa se, e somente se, det A= 0. Nesse caso,

1 .
At =——(adjA).
detA( : )
4 1 -1
Exemplo: Seja A=|0 3 2 |.Entdo |B|=990 e a matriz de cofatores é
3 0 7
13 2 02 [0 3]
0 7 3 771 3 0
21 6 -9
1 -1 |4 -1 |4 1
- =|-7 31 3
o 71 3 7] |13 0
5 -8 12
1 -1 |4 -1 |41
B 2] o 2| |o 3]
21 -7 5
Portanto, adjA=| 6 31 -8|e
-9 3 12
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21 -7 5
6 31 -8
-9 3 12

A—l

2.4 Regrade Cramer

Considere um sistema de n equacdes lineares e n incognitas:

a11X1+a12X2+'“+a1n n :bl
A, X +a,X, +---+a,, X, =D,

n

A X +a,X; +o+a, X, = bn

Seja A a matriz de coeficientes desse sistema e denote por A, 0 determinante da

matriz obtida substituindo a i-ésima coluna de A pela coluna dos termos independentes. A

regra de Cramer estabelece a seguinte relacdo entre determinantes e a solugéo do sistema:

Teorema: O sistema acima tem uma Unica solucéo se, e somente se, det A= 0. Nesse caso,
a solucdo Unica é dada por

A1 AZ An
X, = VX, = T )
det A det A det A

E preciso enfatizar que a regra de Cramer s6 pode ser utilizada para resolver sistemas
de equacdes lineares com 0 mesmo nimero de equacdes e incognitas e quando det A=0.

Na verdade, se det A=0, o teorema ndo diz se o sistema tem solucdo ou néo.

2X+3y—-z=1
Exemplo: Considere o sistema {3x+5y+2z=8. O determinante da matriz de coeficientes
X—-2y-3z=-1
2 3 -1
desse sistema e detA=3 5 2|=22. Além disso,
1 -2 -3
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1 3 -1 2 1 -1 2 3 1
A=|8 5 2|=66,A,=3 8 2(=-22, A,=3 5 8|=44
-1 -2 -3 1 -1 -3 1 -2 -1

Utilizando a regra de Cramer, obtemos

X = Al = 3, y = Az = = A3 = 2,
det A det A det A

2.5 Exemplos de Economia e Econometria

2.5.1 Economia

Considere uma economia com dois bens em que as func¢des de demanda e oferta sdo

lineares. Temos entdo as seguintes relagdes em um mercado competitivo:

Qé =a,+a,F +a,P,
Q. =b, +bP +b,P,
Q-Q: =0

Q) =a,+aP +a,P,
Q. =p,+ LR+ 5P,
Qi —Q7 =0,

onde 0s a's e bj's sdo parametros das funcdes de demanda e oferta do bem 1 e os ¢;'s e

ﬁj's séo parametros das funcdes de demanda e oferta do bem 2, respectivamente.

Podemos substituir a primeira e a segunda equacdes na terceira, € a quarta e a quinta

equacdes na sexta, para obter o seguinte sistema de equagdes nos precos P, e P,:
¢,P +c,P,=—c,
{nF’l +7,P =7
onde c,;=a,—-b,i=012¢e y,=0,-4,1=123.
Podemos aplicar a regra de Cramer a esse sistema, desde que o determinante da

matriz de coeficientes seja diferente de zero. Suponha que ¢y, #C,y, . Entdo

23



G

N

det A=

e 0 método pode ser aplicado.

C,
=Cyy, —Cy, # 0,

2

Os outros determinantes de que necessitamos sao

—C
A= 7
~70
c
A, ="
Ve
A solucéo é entdo dada por:
A, Gy —C

C,
=—Co72 T C7,

e
=—C7 TG

7o

72 p o B2 _CN=CY

"TdetA cy,-c

271’ * detA C7, =G

Para que 0s precos sejam positivos, é preciso que 0s humeradores tenham o mesmo

sinal que o denominador, o que introduz novas restrigdes sobre os parametros.

As quantidades de equilibrio podem ser encontradas por substituicdo dos precos de

equilibrio nas funcdes de oferta ou demanda.

Outra aplicacdo é a modelos de Teoria dos Jogos. O problema mais conhecido em

Teoria dos Jogos e o “Dilema dos Prisioneiros”, que pode ser representado pela matriz de

payoffs abaixo:

Nao confessar Confessar

Nao confessar

Confessar

-2,-2 -10,-1
-1,-10 -5,-5

No jogo acima, “Confessar” (C) é uma estratégia dominante para ambos jogadores € 0

perfil (C,C) é um equilibrio de Nash.

O jogo abaixo esta na forma extensiva e € conhecido como o0 Jogo da Cerveja-Quiche

(Beer-Quiche):
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Natureza

o) (ol

-10

¥

-30

Mlo

(5

(o) ()

O jogo se desenvolve como a seguir. O jogador 1 observa um movimento aleatério da

natureza que determina o seu tipo: ele é forte (S) com probabilidade 0,9 e fraco (W), com

probabilidade 0,1. Ap6s tomar conhecimento do seu tipo, o jogador 1 envia um de dois

sinais ao jogador 2: s (“Eu sou forte”) ou w (“Eu sou fraco”). Enviar um sinal verdadeiro

ndo custa nada, mas enviar um sinal falso custa 10 unidades de payoff. Apos receber o

sinal, 0 jogador 2 decide se luta (l) ou recua (r). Se decidir lutar, ele ganhara 10 unidades de

payoff se o jogador 1 for fraco e perderd 10 se ele for forte. O jogador 1, por outro lado,

perdera 20 unidades de payoff se ocorrer a luta (independentemente do seu tipo).

Cada jogador tem 4 estratégias puras. Para o jogador 1, elas sdo: “sempre s” (ss), “s

quando S, w quando W” (sw), “w quando S, s quando W” (ws), e “sempre w (ww). As

estratégias do jogador 2 sdo: “recuar quando s, lutar quando w” (rl), “sempre recuar” (rr),

“sempre lutar” (Il), e “lutar quando s, recuar quando w” (Ir).

A matriz de payoffs é:

SS
SW
WS

Www

rl
-1,0
-2,1
-28,-9
-29,-8

rr
-1,0
0,0
-10,0
-9,0

Il
-21,-8
-20,-8
-30,-8
AL

-21,-8

-18,-9
-12,1
-9,0
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Para entender melhor os payoffs da matriz, observe o perfil (ws,rf). O payoff do

jogador 1 pode ser recalculado como
(0.9)(-30)+(0.1)(~10) =28,
enguanto o payoff do jogador 2 é
(0.9)(-10)+(0.1)(0) =-9.
Os equilibrios de Nash com estratégias puras sao (ss,rf) e (ww,fr). Agora suponha que

estejamos interessados em encontrar os equilibrios de Nash com estratégias mistas. Sejam
as estratégias mistas do jogador 1 representadas pelo vetor o, =(X,,%,,%;,X,) € as do
jogador 2, por o, = (¥, ¥,, Y5 y4)-

Observe que y, =0 em qualquer equilibrio de Nash, pois ff é estritamente dominada

por rr. Observe também que x,=0 em qualquer equilibrio de Nash, pois ws ndo e
racionalizavel.
Queremos determinar as condicdes sob as quais (ss,sw) pode fazer parte de um

equilibrio de Nash com estratégias mista, isto €, onde x, >0 e X, >0. Sabemos que para

isso ser verdade é preciso que u, (ss,o,)=u,(sw,o,), onde

Uy (s8,07) ==Y, =¥, — 21y, — 21y, = (¥, + ¥, )~ 21(Ys +V,)
u, (sw, o, ) = -2y, +0y, — 20y, —18y, =2y, — 20y, —18y,.
Lembrando que y, =0, obtemos a seguinte equagao:
—(Yi+Y,)-21y, =-2y,-18y, = ¥, -y, — 3y, =0.
Combinando essa equagdo com y, +Y, + Y, =1, obtemos um sistema de equagdes que

pode ser resolvido como a seguir:

1 -1 -30 1 -1 -30
e
1 1 1 1| =% J0o 2 4 1

1 -1 -3 0 10 -1 %
L2 *)% O l 2 1 L1~>Ll+ LZ 1
2 01 2 —

2

Esse sistema tem uma infinidade de solucdes. Fazendo y, = A4, obtemos
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1 1
yIZE'Fl, Y, :E—Zi.

Se 1 =1/10, por exemplo, entdo y, =6/10 e y, =3/10.

2.5.2 Econometria

Suponha que a relacdo entre a variavel dependente e vérias variaveis independentes
(explicativas) seja a seguinte:
Y, = BXy + BoXip +o By X + &, 1=1,...,0.
A relacdo acima é chamada de equacdo de regressao, onde a variavel dependente, y, é

explicada pelas variaveis x,...,X, . O subindice i indexa as observagdes, que totalizam n.

O termo & é o erro aleatorio. Esse erro surge por diversas razdes, sendo a principal o fato
de que ndo é possivel captar todas as influéncias sobre uma determinada variavel y. O
resultado liquido de todos os fatores omitidos esta refletido no erro. Outro elemento
capturado pelo erro aleatério sdo os erros de medicdo, que estdo presentes em qualquer
amostra.

Por exemplo, suponha que estejamos interessados em estudar o comportamento da
renda dos individuos e que tenhamos postulado o seguinte modelo de regressao simples:

renda = £, + feducacao + ¢.

Esse modelo ndo leva em consideracdo que outros fatores alem do nivel de educacéo
podem afetar a renda do individuo, como idade e nivel de educacdo dos pais. Portanto, o
erro aleatorio ¢ refletira a omissdo dessas variaveis. Além disso, é bastante provavel que a
variavel educacdo esteja medida com erro, mesmo porque nao ha consenso sobre como ela
deve ser medida. Isso também é capturado pelo erro aleatério.

A equacdo de regressdao na verdade é um conjunto de equacBes, uma para cada
observacao:

Y1 = By + BoXep oo+ P X +
Yo = BiXor+ PoXop ++ P Xox + 6,

Yn =ﬂlxn1+ﬁ2xn2 +"'+IBKXnK +é,
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Essas equacdes podem ser representadas na forma matricial como a seguir:

y=Xp+e¢,
onde
Y1 X Xy Xk B &
y X, X X &
y = 2 X = .21 22 2.|< ,ﬂ— ijz &= 2
yn an Xn2 XnK ﬂK ‘9n

O objetivos principais de uma analise de regressdo sdo estimar 0s parametros

desconhecidos f., usar os dados disponiveis para estudar a validade de proposigdes

tedricas e usar 0 modelo para testar hipdteses e fazer previsdes sobre a variavel dependente.
Para obter estimativas dos parametros, o método mais utilizado € o de minimos
quadrados ordinarios. Esse método procura encontrar os coeficientes que minimizam a

soma dos quadrados dos residuos

el
€l . . Lo ~ -

onde e=| | é o vetor de residuos, sendo o residuo da i-ésima observacéo definido por
en

e =Y, —(Xb, — X0, —---—xby ) e b aestimativade /.

A solucdo do problema de minimizacéo €
b=(X"X)"XTy.
Podemos entdo calcular os residuos como
e=y-Xb=y-X(X"X) Xy
:(l —x(xTx)’le)yz My.
A matriz M tem grande importancia para a analise de regressdo, e apresenta

propriedades interessantes. Além de ser simétrica, essa matriz € idempotente, o que

significa que M? =M . De fato,
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M?2 =[| —X(XTX)_le}[I —x(xTx)‘le}

==X (XTX) T XT =X (XTX) X+ X (XTX) T XTX(XTX) X
=1-2X (X" ) X+ X (XT ) IXT

=1-2X(XTX) " XT+X(XTX) " XT

=1-X(X"X)X" =M
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